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基于 ResNet-PINN 求解中子方程算法研究
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摘要：物理信息神经网络（PINN）作为一种结合物理知识的深度学习方法，其在求解问题的精度方面

存在一定的局限性。为进一步提升 PINN 模型的求解精度，提出了一种基于残差网络（ResNet）结构改进

的 PINN 模型（ResNet-PINN），详细阐述了 ResNet-PINN 基本原理和数值计算流程，并将其应用于核领域

的中子扩散和输运方程的求解。实验验证表明，ResNet-PINN 将堆芯中子方程的求解精度提高了 2~10 倍，

有效解决了 PINN 模型面临的求解精度局限性问题。

关键词：物理信息神经网络（PINN）；残差网络（ResNet）；中子扩散方程；中子输运方程
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Research on the Algorithm of Solving Neutron Equation
Based on ResNet-PINN
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Abstract: As  a  deep  learning  method  integrating  physical  knowledge,  the  Physics-Informed
Neural  Network  (PINN)  has  certain  limitations  in  terms  of  the  accuracy  of  problem-solving.  To
further  enhance  the  solution  accuracy  of  the  PINN  model,  a  Physics-Informed  Neural  Network
model  based  on  the  Residual  Network  (ResNet)  structure  (ResNet-PINN)  is  proposed.  The  basic
principle  and  numerical  calculation  process  of  ResNet-PINN  are  elaborated  in  detail,  and  it  is
applied  to  the  solution  of  neutron  diffusion  and  transport  equations  in  the  nuclear  field.
Experimental  verification  shows  that  ResNet-PINN  improves  the  solution  accuracy  of  the  core
neutron equation by 2 to 10 times, effectively solving the solution accuracy limitations faced by the
PINN model.

Key words: Physics-Informed Neural  Network  (PINN), Residual  Network(ResNet), Neutron
Diffusion Equation, Neutron Transport Equation

  

0    引　言
近年来，随着高性能计算集群的迅速发展，

对中子扩散和输运方程的求解方法研究逐渐成为

中子学领域的研究热点，其方程的精确求解对于

反应堆工程的堆芯设计、研发以及运行支持至关

重要。然而，随着人工智能技术的飞速发展，以

物理信息神经网络（PINN）[1] 为代表的深度学

习技术已经成为当下求解复杂偏微分方程的有效

手段。

目前，PINN 模型已经应用于求解核反应堆

物理领域的中子扩散[2-5] 和输运方程[6-7]，PINN 虽

然能够较好地拟合解数据，但由于损失函数在训
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练过程中往往面临着局部最优解和梯度消失等问

题，进而影响了计算精度的准确性。在中子学领

域中，高精度求解不仅确保核反应堆的安全运行，

还可以优化运行效能、最大化燃料利用率并提高

经济效益，因此，提高 PINN 模型的求解精度成

为当下研究的重要内容。从文献可知，在图像识

别领域，残差网络（ResNet）结构 [8-9] 在提升计

算精度和鲁棒性方面已显示出明显的优势，为进

一步解决精度问题提供了思路。实际上，目前尚

未有研究将 ResNet 与 PINN 相结合用于求解核

工程领域的中子学问题，基于此，本文提出将

ResNet 结构引入 PINN 中，创造性地构建 ResNet-
PINN 模型，并以中子扩散和输运方程为算例进

行验证，进而研究 ResNet-PINN 模型在提高计算

精度方面的可行性和有效性。 

1    理论模型 

1.1    中子扩散方程

在核反应堆物理分析中，能量为单能且无外

源的中子堆芯稳态和瞬态扩散方程分别为：

∇2Φ(r)+
k∞/keff−1

L2
Φ(r) = 0 （1）

1
Dv
∂Φ(r, t)
∂t

= ∇2Φ(r, t)+
k∞−1

L2
Φ(r, t) （2）

Φ(r, t) t r

D v L

keff k∞ ∇2

式中， 为 时刻在 位置处的中子通量密度；

为中子扩散系数； 为中子速率； 为扩散长度；

为有效增殖系数； 为无限介质增殖系数；

为拉普拉斯算子。

式（1）和式（2）可统一描述为如下的二阶

微分方程：

F[x,Φ(x),∇Φ(x),∇2Φ(x)] = 0 （3）
x ∇式中， 为扩散方程中描述的空间向量； 为哈

密顿算子。 

1.2    中子输运方程

中子输运方程在不考虑外源下的离散能群、

裂变源/散射源各向同性的单能稳态输运方程为

积分形式，具体见参考文献 [10]。为简化此方程，

将其积分形式的中子输运方程进行微分升阶，变

换为关于角通量密度积分原函数表示的高阶微分

方程，其升阶形式平板和球几何方程分别为：

µ
∂F0(x,µ)′

∂x
+Σt(x)F0(x,µ)′ =

1
2

[
Σs(x)+

ν(x)Σf(x)
keff

]
F0(x,1) （4）

µ
∂F0(h,µ)′

∂h
+

1−µ2

h
∂F0(h,µ)′

∂µ
+Σt(h)F0(h,µ)′ =

1
2

[
Σs(h)+

ν(h)Σf(h)
keff

]
F0(h,1) （5）
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式中， 为平板几何下的空间位置； 为球几何下

的空间位置； 为对应坐标下的方向余弦； 为

总反应截面； 为散射截面； 为裂变截面；

为每次裂变放出的平均中子数； 为 位置

处的关于角度变量的中子角通量密度积分原函数，

为 位置处的关于角度变量的中子角通量

密度积分原函数，其详细推理过程见参考文献 [6]。 

2    基于 ResNet-PINN 模型的中子方程求
解方法
Raissi 等 [1] 提出的 PINN 是一种结合物理方

程知识的神经网络方法，该方法通过将物理信息

融入机器学习框架，使得物理方程的信息也能够

参与到神经网络的训练中。为进一步研究提升

PINN 模型预测精度的新方法，构建了 ResNet-
PINN 模型，ResNet-PINN 与 PINN 的不同之处

在于引入了残差块，而这些残差块通过跨层连接，

有助于缓解深层网络中的梯度消失问题，使得神

经网络能够更深层次地训练，从而提高网络的训

练效果和预测精度。

首先定义一个残差块（图 1）。通过对残差

块的输入 X和输出值 F(X) 共同经过激活函数作

用来学习残差，其最终的输出 Y由输入和学习到

的残差相加得到，具体表示为：

Y = σ[X+F(X)] （6）

F(X) =W2σ(W1X+b1) + b2 （7）

W1

W2 b1 b2

σ

式中，X、Y分别为残差块的输入和输出； 、

分别为残差块第 1 层和第 2 层的权重； 、

分别为残差块第 1 层和第 2 层的偏置； 为激活
 

 
图 1    残差块

Fig. 1    Residual Block
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F(X)函数； 为第 1 隐藏层的输出值。

N(x)

Φ(x)

Ff-loss

Fb-loss Fc-loss xi

N f

Ff-loss

在 ResNet-PINN 模型中，求解中子方程解的

问题实际被转化为了损失函数优化问题，并通过

搭建全连接的前馈神经网络 来拟合待求的函

数 。在网络优化训练过程中，用于优化的损

失函数包括 3 部分：控制方程残差 、边界条

件残差 和初始条件残差 。假设 为控制

方程内的几何空间向量， 为所选取的内部点数

量，其 计算式为：

Ff-loss =
1
Nf

∑
i

F[xi,N(xi),∇N(xi),∇2N(xi)]2 （8）

x j
b xk

c

Nb Nc

Kb(x j
b)

Kc(xk
c)

同样地，设 和 分别为边界和初始条件上

的几何空间向量， 、 为所选取的边界和初始

点的数量。对边界条件值 与初始条件值

有损失残差项，表达式分别为：

Fb-loss =
1
Nb

∑
j

[N(x j
b)−Kb(x j

b)]
2

（9）

Fc-loss =
1
Nc

∑
k

[N(xk
c)−Kc(xk

c)]
2

（10）

α

α α

由于各损失函数的数值和收敛速度不同，

ResNet-PINN 通过引入权重系数（ ）来平衡不

同损失项在迭代收敛过程中的贡献，从而使神经

网络模型在训练优化过程中能够有效满足各损失

项的要求，促进更快速地收敛至最优值[6]。本文

的选取策略是在训练初期设置不同的 值，并

通过实验选取损失函数下降最快的参数进行后续

训练。由于神经网络具有一定的不可解释性，不

同问题通常有不同的最优参数值，主要基于实验

过程进行选择。最终的损失函数表达式为：

Fall-Loss = Ff-loss+α(Fb-loss+Fc-loss) （11）

Fall-Loss Fall-Loss

最后，通过不断训练优化各参数来最小化

，使得 趋近于 0，此时神经网络的输

出即为方程的近似解。 

3    方程求解验证 

3.1    一维平板中子扩散方程

Φ(x) =C · cos(x ·π/a) C

a

Φ(0) = 0.5

a = 1 m C = 0.5 l = 8

考虑临界状态下的扩散方程时，平板的解析

解为 ，这里几何参数 为常数，

为平板厚度。在方程的求解过程中，采用文献

[10] 中提出的特征值加速收敛方法，将

作为加权损失函数组成部分进行训练。模型的超

参数设置为： ， ，网络深度 ，

s = 64 α = 100

Nf = 3000

Nb = 100

隐藏层的神经元个数 ， ，网格点通

过拉丁超立方抽样（LHS）生成 个内部

配置点数，并均匀采取 个作为边界数据

点。训练过程使用 Adam 优化器进行 3500 次迭

代，学习率设置为 0.001，激活函数选择双曲正

切（tanh）函数。本文选择均方误差（MSE）作

为神经网络模型预测精度的评价指标，具体计算

式为：

MSE =
1
N

N∑
i=1

∣∣∣Φ(xi, ti)−Φprediction(xi, ti)
∣∣∣2 （12）

(xi, ti) Φ(xi, ti)

Φprediction(xi, ti)

式中， 为测试集的采样点； 为求解的

中子通量密度准确值； 为中子通量密

度的模型预测值。

PINN 在 稳 态 中 子 扩 散 模 型 中 的 MSE
为 6.8813×10−9，而 ResNet-PINN 模型的 MSE 为

7.2698×10−10，计算结果表明，ResNet-PINN 模型

在精度上显著提高，将预测精度提升了 10 倍左

右。图 2a 展示了 ResNet-PINN 模型训练出的预

测值和真实值的对比，可明显看出神经网络学习

到的预测解与真实解吻合较好，而图 2b 中绝对

误差分布不均匀，这是由于神经网络在训练过程
 

a  真实值与预测值的对比

b  绝对误差 
图 2    ResNet-PINN 求解稳态中子扩散方程的解

Fig. 2    Solution  of  the  Steady-State  Neutron  Diffusion
Equation by ResNet-PINN
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中的随机性导致的。 

3.2    一维瞬态中子扩散方程

v = 2.2×103 m/s D = 0.211×
10−2 m L2 = 2.1037×10−4 m2 k∞ = 1.0041 a = 1 m

求解一维瞬态中子扩散方程，如式（2）所

示，瞬态一维平板扩散方程解析解见文献 [11]，
方程参数设置为： ；

； ； ； 。

cos(π · x/a)−0.4cos

(2π · x/a)−0.4 x ∈ [−0.5,0.5]

t ∈ [0,0.01] Nf = 3000

Nb = 100

Nc = 100

这 里 初 始 条 件 选 取 为

。在选取的时空区域 和

内，利用 LHS 生成 个内部配

置采样数据，同时均匀选取 个边界值和

个初始值数据。优化器采用 Adam-L-
BFGS，先使用 Adam 优化器迭代 3000 次，学习

率设置为 0.001，然后利用 L-BFGS 优化器进行

调优，直到损失函数不再下降，其余参数的选取

与 3.1 节一致。

图 3 展示了 ResNet-PINN 模型求解瞬态中子

扩散方程时，在不同 t时刻下真实值与预测值的

对比，可明显看出神经网络模型学习到的预测解

与真实解拟合得较好。通过实验可知，PINN 瞬态

中子扩散模型的 MSE 为 1.3882×10−8，而 ResNet-
PINN 模型的 MSE 为 7.1570×10−9，相比之下，

PINN 模型在精度上明显低于 ResNet-PINN 模型，

ResNet-PINN 模型将预测精度提高了约 2 倍。 

3.3    升阶形式平板几何中子输运方程

Σt = 0.050 cm−1 Σs = 0.030 cm−1

νΣf = 0.0225 cm−1

b =

66.00527544 cm keff = 1

针对式（4）描述的平板几何单群输运问题，

设平板材料特征为 ， ，

，平板两侧为真空边界条件。

按文献 [12] 理论，本问题中临界半厚度

，此时 。

l = 14

s = 64 α = 20

在求解平板几何输运方程时，除文献 [6] 提
出的特征值约束条件外，同时原函数定解约束式

也作为加权损失函数组成部分进行训练，具体的

损失函数及样本生成方式见表 1。模型的超参数

设置为：网络深度 ，中间隐藏层的神经元

个数 ，权重系数 ，激活函数选用 tanh。
优化器采用 ADAM-L-BFGS，先使用 ADAM 迭

代 7000 次，学习率设置为 0.0001，接着 L-BFGS
进行调优，直到损失函数不再下降。

通过实验可得，PINN 模型的 MSE 为 1.7399×
10−5，而ResNet-PINN 模型的MSE 为2.9178×10−6，

实验数据表明，ResNet-PINN 模型在提高精度方

面具有一定的可行性，其在 PINN 模型的基础上

将预测精度提高了近 6 倍。 

3.4    升阶形式球几何中子输运方程

R = 145.5436358 cm
keff = 1

针对式（5）描述的球几何单群单材料区域

问题，其材料特性同 3.3 节，由文献 [12] 理论可

知，归一化球几何半径 ，此时

系统为临界时状态， 。

在求解球几何输运方程时，除文献 [6] 提出

的特征值约束条件外，原函数定解约束式也应作

为加权损失函数组成部分进行训练，具体的损失

函数及样本生成方式见表 2。模型的超参数设置

 

a  t=0.0025 

b  t=0.005

c  t=0.01 
图 3    ResNet-PINN 在不同时间求解方程的预测值与真实

值对比图
Fig. 3    The Comparison Graph of  the  Predicted Values  and

the  True  Values  of  ResNet-PINN  in  Solving  the
Equation at Different Time
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l = 12

s = 32 α = 20

为：网络深度 ，中间隐藏层的神经元个数

，权重系数 。优化器采用 ADAM-L-
BFGS，先使用 ADAM 迭代 5000 次，学习率设

置为 0.0001，随后使用 L-BFGS 进行调优，直到

损失函数不再下降。

通过实验验证，PINN 模型的 MSE 为 1.7987×
10−4， 而 ResNet-PINN 模 型 的 MSE 为 5.5023×
10−5，相比较而言，ResNet-PINN 模型的预测精

度更高，其预测精度比 PINN 模型高 3 倍左右，

这一方法也证明了 ResNet 在增强 PINN 性能方

面的有效性。 

4    结　论
本文提出了一种基于 ResNet 结构改进的

PINN 模型，即 ResNet-PINN，并成功将其应用

于中子扩散和输运方程的求解。实验结果表明，

与经典的 PINN 模型相比，ResNet-PINN 在求解

精度方面取得了显著提升，预测精度提高了 2~
10 倍。这一方法不仅证明了 ResNet 结构在增强

PINN 性能方面的潜力，同时为今后求解复杂几

何多群多维扩散问题、复杂能群中子输运问题等

一系列更加复杂的中子学偏微分方程提供一种更

高效、更精确的方法。未来将进一步优化模型结

构和算法，并结合实验数据和前沿技术，如量子

计算和大数据分析，进一步增强模型的可靠性和

性能，从而推动 ResNet-PINN 在应对更复杂物理

问题方面的应用，为科学研究提供更为高效、精

准的解决方案。
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